Google 



This is a digital copy of a book that was prcscrvod for gcncrations on library shclvcs bcforc it was carcfully scannod by Google as pari of a projcct 

to make the world's books discoverablc online. 

It has survived long enough for the Copyright to expire and the book to enter the public domain. A public domain book is one that was never subject 

to Copyright or whose legal Copyright term has expired. Whether a book is in the public domain may vary country to country. Public domain books 

are our gateways to the past, representing a wealth of history, cultuie and knowledge that's often difficult to discover. 

Marks, notations and other maiginalia present in the original volume will appear in this flle - a reminder of this book's long journcy from the 

publisher to a library and finally to you. 

Usage guidelines 

Google is proud to partner with libraries to digitize public domain materials and make them widely accessible. Public domain books belong to the 
public and we are merely their custodians. Nevertheless, this work is expensive, so in order to keep providing this resource, we have taken Steps to 
prcvcnt abuse by commcrcial parties, including placing technical restrictions on automatcd qucrying. 
We also ask that you: 

+ Make non-commercial use ofthefiles We designed Google Book Search for use by individuals, and we request that you use these files for 
personal, non-commercial purposes. 

+ Refrain from automated querying Do not send aulomated queries of any sort to Google's System: If you are conducting research on machinc 
translation, optical character recognition or other areas where access to a laige amount of text is helpful, please contact us. We encouragc the 
use of public domain materials for these purposes and may be able to help. 

+ Maintain attributionTht GoogX'S "watermark" you see on each flle is essential for informingpcoplcabout this projcct andhclping them lind 
additional materials through Google Book Search. Please do not remove it. 

+ Keep it legal Whatever your use, remember that you are lesponsible for ensuring that what you are doing is legal. Do not assume that just 
because we believe a book is in the public domain for users in the United States, that the work is also in the public domain for users in other 
countries. Whether a book is still in Copyright varies from country to country, and we can'l offer guidance on whether any speciflc use of 
any speciflc book is allowed. Please do not assume that a book's appearance in Google Book Search mcans it can bc used in any manner 
anywhere in the world. Copyright infringement liabili^ can be quite severe. 

Äbout Google Book Search 

Google's mission is to organizc the world's Information and to make it univcrsally accessible and uscful. Google Book Search hclps rcadcrs 
discover the world's books while hclping authors and publishers reach new audiences. You can search through the füll icxi of ihis book on the web 

at |http : //books . google . com/| 



Google 



IJber dieses Buch 

Dies ist ein digitales Exemplar eines Buches, das seit Generationen in den Realen der Bibliotheken aufbewahrt wurde, bevor es von Google im 
Rahmen eines Projekts, mit dem die Bücher dieser Welt online verfugbar gemacht werden sollen, sorgfältig gescannt wurde. 
Das Buch hat das Urheberrecht überdauert und kann nun öffentlich zugänglich gemacht werden. Ein öffentlich zugängliches Buch ist ein Buch, 
das niemals Urheberrechten unterlag oder bei dem die Schutzfrist des Urheberrechts abgelaufen ist. Ob ein Buch öffentlich zugänglich ist, kann 
von Land zu Land unterschiedlich sein. Öffentlich zugängliche Bücher sind unser Tor zur Vergangenheit und stellen ein geschichtliches, kulturelles 
und wissenschaftliches Vermögen dar, das häufig nur schwierig zu entdecken ist. 

Gebrauchsspuren, Anmerkungen und andere Randbemerkungen, die im Originalband enthalten sind, finden sich auch in dieser Datei - eine Erin- 
nerung an die lange Reise, die das Buch vom Verleger zu einer Bibliothek und weiter zu Ihnen hinter sich gebracht hat. 

Nu tzungsrichtlinien 

Google ist stolz, mit Bibliotheken in partnerschaftlicher Zusammenarbeit öffentlich zugängliches Material zu digitalisieren und einer breiten Masse 
zugänglich zu machen. Öffentlich zugängliche Bücher gehören der Öffentlichkeit, und wir sind nur ihre Hüter. Nie htsdesto trotz ist diese 
Arbeit kostspielig. Um diese Ressource weiterhin zur Verfügung stellen zu können, haben wir Schritte unternommen, um den Missbrauch durch 
kommerzielle Parteien zu veihindem. Dazu gehören technische Einschränkungen für automatisierte Abfragen. 
Wir bitten Sie um Einhaltung folgender Richtlinien: 

+ Nutzung der Dateien zu nichtkommerziellen Zwecken Wir haben Google Buchsuche für Endanwender konzipiert und möchten, dass Sie diese 
Dateien nur für persönliche, nichtkommerzielle Zwecke verwenden. 

+ Keine automatisierten Abfragen Senden Sie keine automatisierten Abfragen irgendwelcher Art an das Google-System. Wenn Sie Recherchen 
über maschinelle Übersetzung, optische Zeichenerkennung oder andere Bereiche durchführen, in denen der Zugang zu Text in großen Mengen 
nützlich ist, wenden Sie sich bitte an uns. Wir fördern die Nutzung des öffentlich zugänglichen Materials für diese Zwecke und können Ihnen 
unter Umständen helfen. 

+ Beibehaltung von Google-MarkenelementenDas "Wasserzeichen" von Google, das Sie in jeder Datei finden, ist wichtig zur Information über 
dieses Projekt und hilft den Anwendern weiteres Material über Google Buchsuche zu finden. Bitte entfernen Sie das Wasserzeichen nicht. 

+ Bewegen Sie sich innerhalb der Legalität Unabhängig von Ihrem Verwendungszweck müssen Sie sich Ihrer Verantwortung bewusst sein, 
sicherzustellen, dass Ihre Nutzung legal ist. Gehen Sie nicht davon aus, dass ein Buch, das nach unserem Dafürhalten für Nutzer in den USA 
öffentlich zugänglich ist, auch fiir Nutzer in anderen Ländern öffentlich zugänglich ist. Ob ein Buch noch dem Urheberrecht unterliegt, ist 
von Land zu Land verschieden. Wir können keine Beratung leisten, ob eine bestimmte Nutzung eines bestimmten Buches gesetzlich zulässig 
ist. Gehen Sie nicht davon aus, dass das Erscheinen eines Buchs in Google Buchsuche bedeutet, dass es in jeder Form und überall auf der 
Welt verwendet werden kann. Eine Urheberrechtsverletzung kann schwerwiegende Folgen haben. 

Über Google Buchsuche 

Das Ziel von Google besteht darin, die weltweiten Informationen zu organisieren und allgemein nutzbar und zugänglich zu machen. Google 
Buchsuche hilft Lesern dabei, die Bücher dieser We lt zu entdecken, und unterstützt Au toren und Verleger dabei, neue Zielgruppcn zu erreichen. 
Den gesamten Buchtext können Sie im Internet unter |http: //books . google .corül durchsuchen. 



THE GIFT OF 




ein or 
Piof. A. Zlwet 
Septj 13 1806 // c '^ 

Über 



eine lesiJere GattuDg Ijhiynaiiiisck P 



I. Teil. 



Vom 



ord. Lehrer Hermann Klang. 



WissenscbaftUche Beilage zum Jahreebericht des städtücheu Progjmnasiums zu Lotten. 
Ostern 1890. 



Eönigsbei^ i. Fr. 

Hartnngsche Buchdruckerei. 
IKitO. Progr. Nr. 12. 






i 



'^'\ 



\ 



N 



^ 









vJbgleich im allgemeinen hydrodynamische Probleme zu den schwierigsten der 
Mechanik gehören, giebt es eine specielle Klasse darunter, die in einfacheren Fällen ohne 
Schwierigkeit durchführbar ist. Diese Klasse umfasst diejenigen Probleme, bei denen nicht 
wie im allgemeinen das Gebiet ein veränderliches, erst nach Lösung des Problems be- 
stimmtes, sondern von vornherein gegeben ist. Es kann dies in dreifacher "Weise geschehen. 
Entweder handelt es sich um die Bewegung eines festen Körpers in einer unbegrenzten 
Flüssigkeit, oder, was damit wesentlich identisch ist, um die Bewegung einer ebenfalls 
unendlichen Flüssigkeit, in der ein starrer Körper festgehalten wird, oder drittens, die 
Flüssigkeit bewegt sich, von einer festen Hülle eingeschlossen. 

Die nachfolgende Arbeit wird nach einigen allgemeinen Bemerkungen drei Arten 
der letzteren Gattung behandeln, nämlich die, bei welchen die Hülle eine Kugel oder ein 
rechtwinkliges Parallelepiped oder ein Kreiscylinder ist. — Dabei wird immer die Masse 
der Hülle, sowie die Reibung der Flüssigkeit in sich und an der festen "Wand vernach- 
lässigt werden. 

§ 1. Allgemeines. 

Es ist klar, dass die letzte der oben erwähnten Gtittungen noch wesentlich ein- 
facher zu behandeln sein muss als die beiden ersten, weil hier zur Bestimmung des Ge- 
schwindigkeitspotentials, von dem alles abhängt, neben der Hauptgleichung Jqi = nur 

noch die Oberflächenbedingung ^ = N fiii' die endliche Begrenzung zu berücksichtigen 

ist, während sonst noch Bedingungen wegen der Begrenzung der Flüssigkeit im Unend- 
lichen hinzukommen. Es könnte zwar fraglich erscheinen, ob die beiden Gleichungen 

1) J(p = 2) ll = N 

von denen die letztere aussagt, dass die Normalkomponente eines Flüssigkeitsteilchens an 
der festen "Wand der Normalkomponente des betreffenden Punktes der festen "Wand gleich 
sein muss, zur eindeutigen Bestimmung von y genügen, doch überzeugt man sich hiervon 
leicht indirekt. Gäbe es nämlich zwei Funktionen qp und ^j, die den Gleichungen 1 und 

2 genügten, so müsste ihre Differenz q> — q)^ ■= xfj den Gleichungen J\p = und —^ = 
genügen. Nach einer bekannten Form des Greenschen Satzes ist aber allgemein: 

1* 
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fffmhiw'^m> = -ffh-^^--Fi-^ 



Die Bedingungen J\p = und 



TT-^ = fordern also, dass 

dXL 



öx dj dz ' ^ 

ist. Es kann also q)^ von q> nur durch eine Konstante unterschieden sein, auf die es nicht 
ankommt, da stets nur die Differentialquotienten von q) gebraucht werden. Ist daher auf 
irgend einem Wege eine Funktion q) geAinden, die den Bedingungen 1 und 2 genügt, so 
ist q) das Geschwindigkeitspotential. 

Ohne vorläufig die Form der Hülle festzusetzen, fiihre ich zwei Koordinatensysteme 
ein, ein im Baume festes, S ij t, und ein zweites, x y z, welches mit dem Körper fest ver- 
bunden ist; und dessen Anfangspunkt heisse. Sind femer u v w die Qeschwindigkeits- 
komponenten von nach den Achsen x y z, und p q r die Komponenten der Drehungs- 
geschwindigkeit für dieselben Achsen, so sind 

TJ -= XX -{- z q — yr 
V = v + xr — zp 
W = w + yp — xq 

die Geschwindigkeits-Komponenten eines im Körper festen Punktes x y z. Die Normal- 
Komponente, N, eines festen Oberflächenpunktes drückt sich durch U, V, W aus: 

N = Ucos(nx) + Vcos(ny) +*Wcos(nz) 

wenn man mit n die Normale in die Flüssigkeit hinein bezeichnet. Demnach wird die 
Bedingungsgleichung 2: 



3) 



^ = (u-fzq — yr) cos(nx) + (v+xr — zp) cos ny + (w + yp — xq) cos nz 



Setzt man nun 
und kann man dann die ^ und xp^ so bestimmen, dass 



4a) und 4b) 




und 




-TT^ = cos nx 
ön 


5a) 


—^ == cos ny 




-3!l = cos nz 
9n 



Jq>^=: 



und 



und 



5b) 



dn ~ 
dtp. 







y cos(nz) — z cos(ny) 



- = zco6(nz) — zco8(nz) 



Ön 



Ön 



= X 008 (ny) — y cos(nz) 



ist, so ist das Gesohwindigkeitspotential bestimmt. 



Ist aber (p bekannt, so sind auoh die Differentialgleichnngen der Bewegung gegeben. 
Es ist zu nnterscheiden die Bewegung eines Punktes, der mit der Hülle fest verbunden 
ist — diese Bewegung mag die äussere heissen — von der inneren, relativen Bewegung 
des Flüssigkeitsteilchens gegen die feste Hülle. Die Differentialgleichungen für die letztere 
Bewegung sind gegeben durch: 



6) 



dm dx , , 
dw dy , , 
dq) dz , , 



welche aussagen, dass die Geschwindigkeit eines und desselben beweglichen Flüssigkeits- 
teilchens sich zusammensetzt aus seiner relativen Geschwindigkeit gegen den Körper und 
aus der Geschwindigkeit seines Ortes im Körper. 

Die Differentialgleichungen der äusseren Bewegung folgen in bekannter Weise wie 
bei einem festen Körper aus dem Ausdruck für die lebendige Ejraft, welcher für einen 
Körper, der symmetrisch in Bezug auf die x,y, z- Achsen ist, was von jetzt ab angenommen 
sei, die Form hat: 

T = yJ-^u« + Bv^+ rw«+ Ap« + Bq» + Cr« j 

Die Koefficienten ^, B, r sind bei einem festen Körper alle drei gleich der Masse, und 
A, B, C repräsentieren die Hauptträgheitsmomente. Die Koefßcienten mögen deshalb 
beim flüssigen Körper die modifizierten Massen resp. Trägheitsmomente heissen. Sie 
ergeben sich aus dem Potential ^, nämlich: 

und analog B, F und B, C, wobei die Integration über die ganze Oberfläche der Flüssigkeit 
auszudehnen ist. 

Die Funktionen qph; welche den Gleichungen 4a und 5a zu genügen haben, lassen 
sich ganz allgemein bestimmen für jede beliebige Form der Hülle, denn da man cos(nx), 

cos(ny) , cos(nz) durch ^ - ~- ^— ersetzen kann, so werden die Gleichungen 5a beMedigt 

durch 

7) yi = X y« = y <fs = ^ 

welche Werte auch den Hauptgleichungen zf^h = genügen und demnach die richtigen sind. 
Ebenso allgemein lassen sich auch die modifizierten Massen A, B, F bestimmen, 
denn es ist z. B. 

öx 



= -/^^^^ 
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und dieses Intregal ist nichts anderes als das Volumen der Flüssigkeit, oder, da deren 
Dichtigkeit stillschweigend = 1 vorausgesetzt ist, ihre Masse m. Denn, wenn man be- 
rücksichtigt, dass 

— do . ^r- = dy . dz 

an 

gesetzt werden kann, so ist das Intregal die Summe von Elementarprismen von der Grund- 
fläche dy dz und der Höhe x, erstreckt über den ganzen Körper, also gleich Y. Dasselbe 
folgt auch aus der schon früher benutzten Form des Greenschen Satzes, wenn man i// = x 
setzt. Dann wird 



= -ß'i^" = i//('+»+'»*^+#' "^^ =' = 



m 



Gleiches lässt sich offenbar auch von B und F beweisen, demnach haben wir ebenso, als 
wenn der betrachtete Flüssigkeitskörper starr und von derselben Dichtigkeit wäre: 

8) ^ = B = r = m 

Die Grössen ip^ iff^ tp^ sind nicht allgemein bestimmbar. Es lässt sich nur noch 
zeigen, dass für einen Botationsköi*per das der Botationsachse entsprechende xp verschwindet. 
Es ist nämlich: 

-^ = xcos(ny) — ycos(nx) 

Für einen Rotationskörper um die z-Achse ist aber: 

X = Qcosq) y = ^.sinqp z = f(p) 

woraus folgt: 



demnach: 



cos(ny) = ^ .sin^jp 
cos (nx) == ^ . cos (p 

-y-^ = ß -^ (cosqn . smg> — sinqp cosqp) = 



und da auch 



^(0) = 
ist, so folgt: Es ist für Rotationskörper um die z- Achse 

9) V^3 = 

also auch 0=0 

Formen wir schliesslich noch die Differentialgleichungen 6 auf Grund des all- 
gemeinen Resultats in 7 um, so ergiebt sich: 



10) 



dz 
dt 

dt 
dz 
dt 



dtfJi , diff, , dtb. 



= P 



37 =P 



dz 






dx 

öy 

dz 



— qz + ry 

— rx + pz 



— py + qx 



Diese Gleichungen zeigen, da sie u, v, w gar nicht mehr enthalten, dass. ganz all- 
gemein die innere Bewegung von der Q«8chwindigkeit des Schwerpunkts ganz unabhängig, 
nur durch die Form der Hülle (von der die tf> abhängen) und die Drehungsgeschwindig- 
keiten um den Schwerpunkt, p, q, r, bestimmt ist. Sind p, q, r aJle drei gleich 0, d. h. 
ist die äussere Bewegung nur geradlinig, so findet gar keine innere Bewegung statt. 

Damit ist alles erledigt, was sich allgemein sagen lässt. Ich beginne nun mit 
specieUen Fällen der Hülle. 



§ 2. Die Kugel. 

Dieser Fall erledigt sich sehr einfach, da nach dem Satze 9 des § 1 sein muss: 



Vi = V» = V's = 



A — - B = = 



Die lebendige Kraft einer flüssigen Kugel erhält also die einfache Form 

T = ^m(u«4-v*+w*) 

woraus die äussere Beweg^ong bei gegebenen Kräften leicht zu bestimmen ist. Aus dem 
Verschwinden von A, B und C folgt beispielsweise, dass eine flüssige Kugel, die um eine 
beliebige Achse schwingt, bei Vernachlässigung der Hülle ein genaues mathematisches 
Pendel abgeben würde. 

Die Gleichungen 10 erhalten die einfache Form: 

dx , 

dy 

^ = -rx + pz 
dz 

3^ = -py + qx 

Multiplicieren wir dieselben mit x, y, z und addieren, so wird: 



dx 



dy 



— , ~ , , dz d^ ^ 

^dt+y#+"dt = ^-i = <^ 

wenn x* + y* + z* = p* gesetzt wird. Es ist also q = Konst., d. h. jedes Teilchen bleibt 
auf einer Kugeloberfläche. 
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Für das Quadrat der relativen Geschwindigkeit eines Teilchens ergiebt sich: 

^* = (Sy + (st ) + ©' = (p'+q*+r*)(x»+y»+z»)-(px + qy+rz)« 

Bezeichnet man mit D die Richtung der Drehungsachse und zugleich die Ge- 
schwindigkeit um dieselbe, so ist: 

p = D . cos (D, x) 

q = D . cos(D,y) p«+ q«+ r^ = D« 

r =-. D . cos (D, z) 

Da femer 

X = ß.cos(g,x) y = Q,GOs(Q,y) z = ^.cos(ß,z) 

so wird 

also V = — D .^.sin(D,^) = — ^-Qi 

wenn q^ der Abstand des Flüssigkeitsteilchens von der Drehungsachse durch den Mittel- 
punkt ist, d. h. jedes Teilchen hat die relative Winkelgeschwindigkeit — D. Da dies aber 
zugleich die "Winkelgeschwindigkeit der äusseren Hülle ist, nur mit entgegengesetzten 
Zeichen, so folgt, dass die ganze Flüssigkeit in absoluter Euhe bleibt, so lange die fort- 
schreitende Bewegung, d. h. u, v, w = ist. 

Die Berechtigung, oben das negative Zeichen beim Wurzelziehen zu nehmen, folgt 

am einfachsten aus der Betrachtung eines speciellen Falles. Denkt man sich die z- Achse 

als augenblickliche Drehungsachse und betrachtet die Geschwindigkeit eines Punktes der 

X-Achse, so ist zu setzen 

dv 
^ = Q y = z~0 r=D p = q = ^ = ^.W 

wenn W die relative Winkelgeschwindigkeit ist. Anderseits ist aber 

dy _ 

dt ~ 
also ist "W = — D zu setzen. 



-Bq 



§ 3. Das rechtwinklige Parallelepiped. 

Der Anfangspunkt des x y z - Systems möge in dem Mittelpunkt des rechtwinkligen 
Parallelepipeds liegen, und die Achsen mit den Kichtungen der Kanten zusammenfallen, 
deren Längen 2a, 2b, 2c seien. Dann sind die 6 Flächen durch x = ±a,y = ±b, 
z = ±c gegeben und die Oberflächenbedingungen für die zunächst zu bestimmenden 
Teil-Potentiale i//^ , xp^, ip^ nehmen nach dem allgemeinen Schema, das in 5b des § 1 
gegeben ist, folgende Gestalt an: 



! > ••. .. 
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1) 



dth_ 

dx 

dtp, 
'dz 



= 






= y 



d\pi __ 

dx 
dz 



*- = 



— —X --'-^ 



dips _ 

dx 

dif>3 

öy 
dtps 

dz 



= — y 



= X 







für X =: ±8 



für y = ±b 



für z = ±c 



Wie aus diesen Gleichungen ersichtlich ist, ergeben sich zwei von den drei Grössen xp 
aus der dritten einfach durch cyklische Yertauschung von x, y, z und a, b, c. Es ist 
also nur ein ifj zu bestimmen nötig. Ich wähle dazu ifjg, für welches die Bedingungen 
bestehen: 



dlp3 

dx 



^ — y für X = +a 



Jip^ = 



dtpi _ , 

3y - 

öz' ~ 



für y = ±b 



für z = ±c 



Diesen Bedingungen kann man offenbar durch eine Funktion von x und y allein 
genügen, um letztere zu bestimmen, ohne mit sehr langen Formeln zu rechnen, setze 
ich noch 

xp, = W+W 

und versuche die Grössen W und f' so zu bestimmen, dass: 



JV = 



JW = 



\ax/x=4.a Vöx/j^+a 



öy/y = -fb 



'-= X 



2) nnd 2') 

3) nnd 3') 

4) und 4') 

wird. 

Der Vorteil der Teilung ist hier ein doppelter, da sich W wieder sofort aus W 
ergeben muss, wenn man x, y, a, b in resp. — y, x, b, a ändert. Es erübrigt also noch 
W durch die Gleichungen 2, 3 und 4 zu bestimmen. 

Es giebt zwei wesentlich verschiedene Formen von partikulären Lösungen, welche 
der Hauptgleichung ^¥ = genügen, nämlich: 



Vöy /y^+b 



±'«(ix±y) 



i/9(iy±x) 



e und e 

Offenbar wird eine Kombination dieser Formen die Gleichung 3 nur dann befrie- 
digen können, wenn jede Form einzeln ihr genügt, da x einmal in einer Exponential- 
funktion, das andere Mal in einer trigonometrischen Funktion vorkommt. Man kann 
also die beiden Formen einzeln betrachten. Aus der zweiten folgt, dass auch 

2 



» • • • " 



10 

Me +Ne -fPe +Qe 

eine partikuläre Lösimg ist. Soll diese der Gleichung 3 genügen, so mass seiu: 

Me — Ne +Pe — Qe =0 

und -M„+M„-Q „ 4-P „ =0 

woraus durch Addition und Subtraktion die Gleichungen folgen: 

(e''V6-''')|(M-N)e'^^(P-Q)e-'^^j = 

(e^-e-''')|(M+N)e'''^+(P+Q)e-'''^j = 

Da /? = auszuschliessen ist, so müssen die Ausdrücke in den beiden grossen 
Klammem verschwinden und zwar für jedes beliebige y. Daraus folgt: 

M — N = P — Q = 

M + N = P + Q = 

also M = N=:P = Q = 0, d. h. die zweite Form der partikulären Lösung ist mit 3 
nicht vereinbar. Es bleibt also nur noch die erste, aus welcher die partikuläre Lösung 
folgt: 

Ae -\- B e + G e -{-De 

Soll diese der Gleichung 3 genügen, so folgt 

iaa+ay irta-«y —iaa+ay -i/xa— «y 

Ae +Bö — Ce — De =0 

und _c„-D^+A „ +B „ =-0 

also: 

(iaa — iaa\ t _ «7 . ^ — «Jl 

e + e ) [(A~C) e "^ + (3— D)e [ = 

(icca — iaa\ i_ _ «y — ayi 

e — e j|(A+C)e -h(B+D)e [ = 

Da a = auszuschliessen ist, so folgt nach der zweiten Gleichung 
5) A + = B + D = 

Unter Berücksichtigung dieser Relationen wird die erste Gleichung: 

(iaa — iaa\/. aj — ay\ 

e +e )(Ae'^+ Be ) = 

Dies kann nur sein, wenn 

A = B = 

oder a = A + B = 

iaa — iaa 
oder e + e =0 
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Die beiden ersten Fälle sind ausznschliessen, da sie auf Konstanten fuhren, der 
dritte Fall liefert die Bedingung cosaa = 0, also 

6) « = ^r-'" 



worin li alle ganzen Zahlen von 1 bis co durchlaufen kann. Die partikuläre Lösung, 
welche nach 5 die Form hat: 

(^A e + B e j . sin ax 
hat noch die Gleichung 4 zu befriedigen, nach welcher sein muss: 

(«b — ab\ . / — ab -4-ab\ 

Ae — Be Isinax = a(Ae — Be Lsinax = x 

Hierin sind zwei Gleichungen enthalten, deren erste ergiebt: 

/ «b — rtb\ 
(A + B)(e — e ) = 

also, da a = nicht brauchbar ist: 

7) A + B = 

Hieraus folgt, wenn man der bequemeren Schreibweise wegen noch e — e 
= — 2isin(iay) schreibt, für die partikuläre Lösung die Form: 

Mi sin(iay) . sin(ax) 

Aus dieser erhält man die allgemeine Lösung durch Summation über alle nach 6 
möglichen partikulären Lösungen. Es ist also 

8) »F = 5;M,.i8in(i ^-^ 7ty) . 8m(?^ ^x) 
worin noch M^ durch 



(-g-j _ = — 5]M^.«hC08(ia^b)sin(c^x) = x 



zu bestimmen ist. Setzt man abkürzend 

9) — M^.a^co8(iflf^b) = P^ 

so muss demnach sein: 

h 

10) 2^p^.sin-2=-.7rx = x 

l,co 

(2k 1 \ 
— ^ — TTxIdx und Litegration zwischen den 

« 

Grenzen — a und -f~^ erhält man hieraus: 

2* 
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— a —a 

oder, wenn man links setzt: 

TTX 



2a 



= X 



2k i 

und rechts: — ^ — ^x = (p 

so wird: 

TT 2k-l 

11) :S P,. ^./sin((2h-lH).8m((2k-l)A)d^ = ,g, ^f., , /y.smy d<^ 

« ^ ' 2k— 1 



2" --ä-" 



Nun ist aber: 



+ - 

^ 2 



y 8m((21i— 1)A) . sin((2k— 1)^) d;i = für h ^ k 






^ 2 



y sin«((2k— l)A)dA = 



TT 



71 



/. . ^2 k+1 

qp . sinqp dqp ^= [sinqp — cp costp] = ( — 1) . 2 

2k~l - ^J^n 
^-n 2 

Demnach ergiebt sich aus 11; indem von der Summe links nur das kte Glied 
übrig bleibt: 

V - /_i^^+^ 8a» _ / n^+^ 1 
»•^k - i ^) •(2k— l)«7r« - ^ ^^ • a« 

also mit Berücksichtigung 9: 

h 2 

M, = (-1) . 



^ V / • aa*. cos(iab) 

Damit ist V bestimmt und einer früheren Bemerkung nach auch H^\ Ihre Summe 
giebt: 

12) i/Zg = y (M,^i sin(iay) sin(crx) + N^i sin(i/te) sin(/?y)) 

worin zur Abkürzung gesetzt ist 
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IS) 



M, = (-1) . 



aa*.cos(iab) 



N, = (-1) 



h+l 



' b./?*.cos(i^a) 



a = 



2h— 1 
2a 



n 



2Ii— 1 



Ans t/Zg folgen xfj^ und t/Zg, wie schon erwähnt, einfach durch cyklisohe Ver- 
tauschung der Buchstaben xyz und abc. Es ist demnach jetzt das ganze Qeschwindig- 
keitspotential für ein rechtwinkliges Parallelepiped bekannt, da die cp^ allgemein be- 
stimmt wurden. 

Ich gehe nuD zur Bestimmung der modifizierten Trägheitsmomente über. 

Es ist wieder nur nötig, den Ausdruck für eine der drei Konstanten A, B, C zu 
bestimmen, da die andern durch Vertauschung von a, b, c folgen. Es ist: 



= -/Ä^.<.. 



ön 

Da xpQ nur x und y enthält, so wird auf den Flächen z = ±c das Integral ver- 
schwinden. Benutzen wii- die abgekürzte Schreibweise nach 12, so haben wir auf den 
vier übrigen in Betracht kommenden Flächen: 



Fläche 


% 


dn 


do 


X = +a 


^ Mj^isinioy . sinöa -f x ^h^ sini/Ja . sin ßy 


y 


dydz 


X — — a 


-T .. -I 


+y 


dydz 


y - +b 


+^ M^isiniab . sinax + x N^ isiiii/Sx . sin/9b 


+x 


dxdz 


y-~_b 


Z » Z » 


— X 


dxdz 



Die Anteile von C auf gegenüberliegenden Flächen addieren sich. Femer lässt 
sich eine Integration nach z sofort ausführen, und es wird: 



C = 4c. 



+a +a 

^Mj^i siniab/x.sinoxdx +^N^^.isinffb/x.sini^dx 

—a — a 

+b +b 

— ^Mj^isinaa/y.siniaydy — ^N^.isini/9a/y .sin/Sy dy 

-b -b 



Nun ist aber, wie sich bei der Bedeutung von a und ß leicht ergiebt: 



* 
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und 



+a 
/x.sincrxdx 
— a 

+^ 

yy.sin/Sydy 



h+1 2 

C-1) . -, 

er' 



= (-1) 



h+1 2 



^8 



-fa 
/x.sini/Jxdx 
— a 
+b 
yy.siniaydy 
~b 



— . cos(i/9a) — -^ . sin (i^a) 



. cos (iofb) j . sin (iab) 



a 



a' 



Führt man diese Integralwerte, sowie die Ausdrücke für M^ und N^ in den Aus- 
druck für C ein und beachtet noch, dass 



ist, so wird: 



sin(aa) = sin(/Jb) = ( — 1) 



tang iab 



h+1 



tang i/9a 



= 16c . 



1 ^ tang 
a ^ W 

~'h'2^'ß^ + "b '2. "1^5 
b ^ 1 , 1 ^T" tang iab 

1 ^- tang i/Sa 



Nun ist aber: 



/*' 



und ausserdem: 



b^l jl6ab^ 1 

T'A"^ — *"^*~-2-(2h— 1)* 

a ^ l , g 16 ab ^ 1 

¥"2."^ - "^ • "7r*~ • 2. (2h— 1)* 

2_r2h— n* "" 96 



demnach 



- V— 4- — S'JL - 
a ^a* "^ b ^/J* ~ 



a*4-b 



2 



. ab 



Setzt man noch zur Abkürzung 



2h— 1 b 



2 h— 1 a 



^^ = H 
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15) 



und zieht 8abc = m heraus, so wird 



... n a'+b» , i4b* ^ 1 e"- e" " , 4a* ^ 1 e^-e"^ } 

14) C = — .m + ms—«- > —K r Tiir- 7 -~k i 

-^ / a» Z.»s e^+e""^ ^ ^^ 6"+e~^^ 

Das erste Glied hat noch eine einfache Bedeutung. Wäre das Parallelepiped fest, 
so würde sein Trägheitsmoment für die z- Achse sein: 



+a -fb+c 



a»+b« 



M = fff (X* + y «) dx dy dz = ^-^ . m 

— a — b — c 

Der erste Teil ist also nichts anderes, als das negative Trägheitsmoment des 
festen Parallelepipeds von derselben Dichte. Der zweite Teil hat für alle endlichen Werte 
von a und b einen positiven, endlichen "Wert, denn wegen y > und ^ > liegt 

und ebenso zwischen und 1, und -=^ > -=- = -_>-; = ( — ] .y -— — — ^ 

e*'-fe""'' e'" ' e*^'* a,^ ^v^ h^^^fi^ \7c/ ^{2h—lf 

ist immer konvergent. — Es ist ungewöhnlich, dass, wie hier, der Ausdruck für ein 
Trägheitsmoment sich aus der Differenz zweier GKeder zusammensetzt, und es könnte 
dieser Form nach möglich scheinen, dass bei passender Wahl der Grössen a und b 
negativ würde. Um sich von der Unmöglichkeit dieses Falles, dem gar kein Sinn bei- 
zulegen wäre, zu überzeugen, bleibt bei der komplizierten, nicht endlichen Form des Aus- 
druckes für C kein anderes Mittel übrig, als sich durch Berechnung einiger Werte von 
eine Vorstellung über die Abhängigkeit dieser Grösse von A und B zu bilden. Zu diesem 

Zwecke nehme ich an, dass a ^ b ist, worin keine Beschränkung liegt, und setze — = t, 

a 

dann wird: 

_0_ _ 1m\ ,,^4.2!:f ilsr_J_ izi^li'^V ,sV_J_ L-z^lü^l _ wfA 
8a*o 3^^-t-Mi- ^5 |t»2.(2h-l)5-i^g-(2h-lH'^ 2-(2h-l)5* _(2h_l)i!.) ~ ^^ 



und es sind alle Möglichkeiten erschöpft, wenn t alle Werte zwischen und 1 durchläufb. 

Die numerische Berechnung giebt: 

F (0) = 

F (-|-) = 0,07099 

F (^) = 0,09399 



F (-J) = 0,08897 
F (^) = 0,08610 
F (1) = 0,10436 



(0) 
(0,08854) 

(0,20833) 

(0,32099) 

(0,39063) 

(0,66667) 
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Diese Zahlen — in zweiter Kolumne sind zur Vergleichung die Zahlen für q— 4- 

oa c 

bei einem festen Körper von der Dichtigkeit 1 au gegeben — zeigen wohl zur Genüge, 

dass C immer positiv bleibt. Sie geben aber noch ein anderes, bemerkenswertes Resultat, 

welches sich um so deutlicher zeigt, wenn man den Verlauf von F(t) zwischen t = und 

t = 1 graphisch darstellt. F(t) nimmt nämlich von t =• 1 nach t = hin anfangs ab, 

3 . . . . . 1 

bis es nahe bei t = -^ ein Minimum erreicht, wächst dann wieder bis ca t = -5-1 ^^^ 

dann weiter gegen hin abzunehmen. Denkt man sich also ein Parallelepiped mit konstantem 

a und c und lässt b von b = a bis b =— allmählich abnehmen, so wird ungefähr von 

8 1 

b = -^& bis b =r — -a das Trägheitsmoment C mit abnehmendem b wachsen, eine Er- 
scheinung der bei festen Körpern jede Analogie fehlt, die sich jedoch später bei Be- 
trachtung der Strömungskurven erklären wird. 

Nach Bestimmung der Trägheitsmomente ist die äussere Bewegung ganz wie bei 
festen Körpern in jedem einzelnen Falle zu behandeln, worauf ich hier nicht weiter ein- 
gehe. Ebenso muss ich wegen der Beschränktheit des mir zur Verfügung stehenden 
Baumes die Betrachtung der inneren, relativen Bewegung und die Behandlung des Cy- 
linders mir für eine Fortsetzung vorbehalten. 



—i 



Ijöf 



// 



^/^dix^Jt^ /^i!^/|| 



Über 



eine besondere fiattig hyilroilynaiscber Frobleie. 
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Y 
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Uer erste Teil der vorliegenden Arbeit erschien bereits als Beilage zum Oster- 
programm unserer Anstalt für 1890. Äussere Umstände veranlassten ebensowohl früher 
die Zerstückelung der damals bereits vollendeten Arbeit, als die lange Verzögerung der 
VeröflEentlichung des zweiten Teiles. Die ohnedies vielleicht nur kleine Zahl derjenigen, 
die sich für das Thema interessieren, wird sich infolge dieser Umstände nun wohl noch 
mehr vermindern, doch will ich deshalb den zweiten Theil nicht ganz zurückhalten, da 
ich am Schlüsse des ersten sein Erscheinen in Aussicht stellte. 

Auf einen Versuch, die Resultate des ersten Teiles hier zu rekapitulieren, ver- 
zichte ich, da es doch kaum gelingen würde, das Folgende ohne Kenntnis des ersten Teiles 
zu verstehen. Ich erwähne nur kurz, dass die Arbeit sich mit der Bewegung einer 
incompressiblen Flüssigkeit beschäftigt, die von einer festen Hülle eingeschlossen ist, 
und zwar unter Vernachlässigung der Reibung und der Masse der Hülle. Im ersten 
Teile war nach allgemeiner Betrachtung dieses Problems der Fall der Kugel und des 
rechtwinkligen Parallelepipeds behandelt, letzterer jedoch nur bezüglich der äusseren 
Bewegung. Ich wende mich daher nun zur Betrachtung der inneren, relativen Bewegung. 



Die allgemeinen Differentialgleichungen 10) des § 1 nehmen im Falle des Parallel- 
epipeds wegen 



Puf^ _ piffi _ Cii'i _ 



c^ cy ('z 



= 



die Form an: 

dx 
dt 



Dies System ist leicht integrierbar, wenn zwei von den Grössen p, q, r, z. B. 
p und q, verschwinden, d. h., wenn die Drehungsachse der äusseren Bewegung parallel 
der z-Achse ist. In diesem Falle werden die Gleichungen: 

dx (cjuu . \ 



dt 

ay 

dt 



dt 



='(t-^) 



J 



Die dritte Gleichung ergiebt das selbstverständliche Resultat z •= Const, d. h. 
die Stromkurv-en verlaufen in Ebenen, die zur xy Ebene parallel liegen. Die beiden 
«ersten Gleichungen geben durch Division eine Differentialgleichung, welche nur noch 
X und y enthält, also die Differentialgleichung der ebenen Stromkurven. Diese lautet: 

W) (^ - 'cy) '^ + ('■ + t) '>■ = " 



Nun ist aber: 



cy V ry / 

^;X \ (fX / 



r^2 



r>2 



Demnach ist die linke Seite von 18) wegen Av'3 ^=^ ein vollständiges Differential 
und die Gleichung lässt sich also integrieren und giebt : 

X* + y! _ rcp_ ^ rlH^ ^ r^ /t^l* dx = Const 



2 

Setzt man wieder abkürzend 



so wird : 



y/g = ^ J Mi sin iay sin ax + Ni sin i^x sin ßy ? 
-^-— dx ^= — y M cos iay cos ax + ^ N cos i5x cos ßy 

cy . ^— . ^— 



cy 

Demnach lautet die Gleichung der Stromkurven 

X ~t~ V ^ ■- ^- — 

— —-- x_ ^ ^^^ ^^^ ^^^ ax -f ^ N cos i^x cos ßy = Const, 

oder, bei Einsetzung der Werte für M, N, a, ß^ (nach 13) dieses §) und nach Multi- 



tt"^ 



plikation mit -^, vollständig ausgeschrieben: 

h h-fl 

19) "^ (X* + y*) + 2[i^, 



1, 



X 



/2h— 1 \ /. 2h -1 \ /. 2h— 1 \ /2h— 1 V 

a + b*. : ^ > = A 



cos II 



l. 2h— 1 , \ i. 2h— 1 \ 



worin A der constante Parameter ist, durch den sich die einzelnen Stromkurven unter- 
scheiden. Die Gleichung 19) ist im allgemeinen sehr schlecht diskutierbar. Um eine 
Anschauung über den Verlauf der Stromlinien zu bekommen, will ich den Fall des 



3 

quadratischen Querschnitts behandeln. Nimmt man die Seite desselben als Einheit, also 
a = b = l, so wird die Gleichung der Stromkurven: 

20) 32(^+y^+^(2h=17-' 

/2h— l ^ /'2h— 1 . \ . /2h— 1 

l 2 



cos I ^— TTXl cos I- 



inj\ -f- cos 1 



iTTxl cos I — y — nyi 



cos 



/2h- 1 . \ 



= X 



Aus dieser Formel für angenommenes A zusammengehörige Werte von x und y 
zu berechnen, würde schwer durchführbar sein; ich habe umgekehrt für einige Funkte 
den Wert von X bestimmt. Folgende Werte ergeben sich als zusammengehörig: 



X 


y 


A 








0,796 


% 





0,857 


% 





1,049 


% 





1,396 


1 





1,938 


V* 


V* 


0,914 


% 


1/ 
/2 


1,236 


74 


74 


1,656 



Durch graphische Interpolation erhält man hieraus folgende zusammengehörige 
Werte der Coordinaten: 



X 


x-y 


X bei y — 


0,8 








0,9 


0,23 


0,33 


1,0 


0,34 


0,46 


1,1 


0,42 


0,54 


1,2 


0,48 


0,62 


1,3 


0,54 


0,69 


1,4 


0,59 


0,75 


1,5 


0,65 


0,81 


1,6 


0,71 


0,86 


1,7 


0,78 


0,91 


1,8 


0,85 


0,95 


1,9 


0,96 


0,99 



r 



Der aus dieben Zahlen folgende Verlauf der Strömungskurven ist durch die bei- 
gegebene Figur für einen Quadranten des Querschnitts dargestellt. Die Kurven sind 
in der Nähe des Mittelpunkts ziemlich genaue Kreise und gehen dann allmählich in 
abgerundete Vierecke über, deren Ecken immer spitzer werden, bis die quadratische 
Form beim Zusammenfallen mit der Grenze den Abschluss bildet. 




Dass die Begrenzung selbst auch eine Stromkurve bildet, ist wohl selbstver- 
ständlich, folgt aber auch leicht aus der Differentialgleichung 

(. _ 1^.) ax + (y + (^ dy = 0, 
denn nach den Bedingungsgleichungen 

7^x/x=4:a""~^ l iy) y = ± b ~ ^ 

folgt, dass die Linien x= + a yr=Hhb die Differentialgleichung befriedigen. 

Auch das Resultat, dass die Stromkurven nach dem Mittelpunkt zu immer mehr 
die Kreisform annehmen, folgt ohne numerische Berechnung aus der Gleichung 20), denn, 
entwickelt man den dort unter der Summe vorkommenden Ausdruck 



cos 



{ 



2h— 1 



\ /2h-l . \ , 



TTXI COS 



/2h- 
cos [- ^ 



2h— l 
2 



711X1 COS I 



2h- 1 



^y) 



2 ""f "'" \ 2 ■■"•'/ ' — \ 2 / "~ V 2 

nach Potenzen von x und y unter Vernachlässigung der Glieder vierter und höherer 



Ordnung, so wird dieser Ausdruck, und damit die ganze Summe, eine Constante, so das» 
die Stromkurvengleichung für kleine x und y die Form annimmt: 

Vernachlässigt man erst Glieder 8ter Ordnung gegen 1, so ergiebt sich die Form: 

xHy' + (xHy*-6x^y«) = A 

2 

worin C eine Constante mit dem Näherungswert r— ist. 
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Dass der allgemeine Fall (b nicht = a) sich von dem vorigen nur dadurch 
unterscheidet, dass an Stelle der Kreise Ellipsen treten, ist vorauszusehen, folgt aber 
auch leicht in analoger Weise wie oben. Die allgemeine Gleichung der Stromkurven, 19) 

nimmt, wenn man unter Vernachlässigung von Gliedern 4ter Ordnung entwickelt und 

21i 1 

noch abkürzend — ^ — tt = v setzt, die Form an : 

'62^ ^^ ^ ^ Z. (2h— 1)3 

/ o« b* \ 7t^K—( 1) cos ( IV -) COS (ll'T-) 

Vcos (iv ^) cos (iv ^)/ 8 •'^^(2h--l) cos (ir ^) • cos (ir |^) 

TT* 

Die erste Summe kann man zur Constante X ziehen, durch — dividieren, und 

den dann bei x*+y^ noch bleibenden Faktor durch die Leibnitzsche [Reihe ^ ov» — T" 
ersetzen. Dann erhält man: 

^ -Z. 2h-l 

/ c os iv ^ — cos iv ^\ ^ sr(—^) (._ c osiv^— cos iv|\ _ 

^ COS ir — • cos IV -^ ^ — ^^ — •*• ^ cos iv — • cos iv ^^ 

Die Coefficienten von x* und y* haben dasselbe Zeichen, folglich haben wir nach 

dem Mittelpunkt zu Ellipsen, die nur dann zu Kreisen werden können, wenn cos (iv — I = 

cos (iv v-i ist, d. h. nur in dem oben behandelten Falle des quadratischen Querschnitts. 

Wenn man sich die Flüssigkeit im Parallelepiped durch irgend welche festen 
Cylinderflächen von zu vernachlässigender Masse, deren Leitkurven mit den Stromkurven 
zusammenfallen, in mehrere ringförmige Stücke geteilt denkt, so würde offenbar nichts 
geändert. Dann würde aber beispielsweise bei quadratischem Querschnitt ein Stück in 
der Mitte einen Kreiscylinder vorstellen, dessen Trägheitsmoment, wie das jedes flüssigen 
Rotationskörpers, = ist. Es wird also offenbar ein um so grösserer Teil der Flüssig- 
keitsmasse an der Bildung des Trägheitsmoments keinen, oder doch einen geringeren 

2 



Const 



Anteil haben, je mehr sich der Querschnitt dem quadratischen nähert. Hieraus erklärt 
sich wohl das am Schiasse des ersten Teiles dieser Abhandlung bemerkte, auffallende 

^''e^halten von tt-^- bei veränderlichem "Werte von t = - - 
öa*e a 

§ 4. Der Cylinder. 

Nach den allgemeinen Sätzen 7) und 9) des § 1 folgt für den Fall eines Kreis- 
s: 

y, = X <fi — y yg — z und >^, ^ 



Um noch yj, wnd ift zu bestimmen, führe ich Cylindercoordinaten ein: 

X = g cosy 

y = e ainy 

z := z 
Dann ergiebt sich nach einiger Rechnung: 

Hauptgleichung sowohl i//, als tf^ zu geniigen haben. Dabei bestehen die Neben- 
Qgen: 

für p = E , - = — z sin «- ■ '^— = z cos cp 

t'g f'g 

für z ^; +c -^— =; Q sin y -;,— ^ — q cos y 

Der Gleichung 1) kann durch ein Produkt dreier Funktionen {ip ^ <I>ZP) genügt 
deren jede nur von einer der 3 Variablen abhängt. Nach Division durch (PZP 



folgt: 



P Idg* "*" e dp/ "^ Z dz" ■^ e'"^ dy* ^ 



dz' 
^ ^ = b* 

Das allgemeine Integral der zweiten Gleichung ist: 

-^ A cos y — b y 4- B sin y — b y 
äin y und cos y spezielle Fälle sind. Di© Bedingungsgleichungen 2) werden aber 
lese speziellen Fälle befriedigt, wenn man nämlich setzt: 
y, ^= sin y . ^ f'i ^=- — cos y . *P 

' in beiden Fällen dasselbe ist. 



h 

Es erübrigt also nur noch eine Funktion iP = ^ Ph Zu zu bestimmen, für deren 

partikuläre Lösungen die Bedingungen gelten: 

d*Z 



d.^ = *2 
d«P . 1 dP 



uri+(«-^= 







Die allgemeine Lösung der ersten ist wieder von der Form 

A cos yy — a zj + B sin \y — a zj 
Nach einer der Bedingungsgleichungen 2) muss aber sein: 

(&] ~ V P (^\ - 

Vc)z/z = + c ■" Z.^-ldz/z = ±c "~ ^ 

Daraus folgt, dass A = sein muss, während a noch unbestimmt bleibt. Man 
wird also sowohl sin az als sin i^^z als Lösungen von Z ansetzen können, also ist: 

^ = APi sin (az) + BP^ sin (i/9z) 

Man teilt nun die Aufgabe (wie beim Parallelepiped) indem man setzt: 

^ == ^, -f ^, 

und beide Teile einzeln die Hauptgleichung befriedigen lässt, jede aber nur einen Teil 
der Nebenbedingungen, nämlich: 

3a) n. 3b) ^A sin (az) (^^ ^ ^ « -= " - X^ «- ('ß^^ (^) , = r ^^ <> 

4a) u. 4b) ^A P^ . a cos (ac) = ^B iß cos (i^c) . Pg = ^ 

Die Funktionen Pj u. Pj genügen dabei den Gleichungen: 

r r 

Durch die Substitutionen o = . - resp. o = - kommen beide auf die Form : 

la ^ /? 



d«P 



i^J + p(l-l)=0, 



dr* 
deren Lösung die Bessel'sclie Funktion Ji(r) ist. Es ist also: 

und die Grössen a, j9 bestimmen sich wie A u. B. aus den Bedingungsgleichungen. Zu- 
nächst folgt nach 4a) 

5) cos (ac) = 0, also «h = - ö — ^ 



w 

Die beiden Endflächenteile summieren sich und es wird: 

2 ^ Ah sin («hc) / sin ^ydy / J^ (ißhß) q^^q + 2^Bh sin {iß\fi) I sin ^dy / Jy (ßg) Q^dg 
A — / *0 ü 

sin ^g)d(p j z . sin «hZ dz — B^Bh Ji (j^h E) / sin ^ipdap I z. sin (ißz) dj 
— c — c 

Nun ist aber: 

/ sin ^9>dy = 71 
C 

/+^. o . h+lo 

z sin az dz = _ (sin ac — ac cos ac) = ( — 1) . — 

— c 



/ z sin i/9z dz = — -^ j sin ißo — ißc cos (ijSc) j 



— c 



/ iR- 



fj, (ßq) q'dq =^ ' J, (3) 





Demnach ist: 

R 

,2 



^(—1)^ Au I ia R Jg (iaR) + J, (iaR) \ • ^ 



10) +5;Bh J' • sin ~-{sJ2 (*) + Ji (cjj 



A 
27r 



^r-^ iSc iR^c t /»x 

— 2^Bh cos ^ • -y . Ji (J) 



Dieser Ausdruck lässt sich jedoch noch etwas umformen. Setzt man in der 
dritten Summe nach 9) den Wert für Bh ein, so wird: 

und hierin sind die dh die Wurzeln der Gleichung: 

J.» (z) = 

Die ersten derselben sind angenähert : 

d, = 1,841.. 
62 = 5,331 . . 
rfj = 8,53 • • 
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